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Ensemble de Julia

Probleme ~

s

Un losange a des diagonales de longeurs respectives 6 et 18 cm. On ne peut pas l'inscrire
dans un cercle, mais il existe au moins un cercle qui passe a égale distance de ses quatre
sommets (la distance d’un point a un cercle est la plus petite distance qui existe entre le

point et un point du cercle). Quel(s) rayon(s) peut avoir ce cercle ?
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Prérequis et activités de découverte
1

B V.-Ye4\"/1-J}| Sic tamen operabimur

E™ Il y a bien longtemps, les équations du deuxiéme degré
ont été étudiées : a Babylone dés le XVllle siecle av JC, en
Inde ou par les arables. Al-
Khwarizmi (env. 780-850) le
Gl fait de fagon systématique
@i dans son ceuvre « Abrégé de

.%D‘;MC,_IJME‘L;}_ calcul par la restauration et

i i@w&’;uﬂl;_ﬂt}_y{ 2T la comparaison », qui
-.ﬁ-dbw:m,,,.m.;gé;, V' donnera plus tard son nom a
e e S gl l'algébre, le mot «al-jabr»

i »:ju'*%‘ﬂ*‘v‘fv‘":m * ¢ signifiant «restauration».
ol Wgﬁgﬁj ' Nous connaissons
o 3lse s aujourd’hui la célebre
gl it formule de Viete (1540-

1603), qui permet de

résoudre les équations de  uplerte d'argile BM 13901, 2270 av. J.-
degré 2 et de factc,)rlser les C, qui contient un «manuel d’algébrey,
expressions de degre 2. dont la méthode pour résoudre une

Premzere page du Kitab al- Qu’en est-il des équations équation du 2° degré.
mukhtasar fi hisab al-jabr wa-I- polynomiales de degré
mugqabala supérieur ?

[EA Vers 1070, Omar Khayyam, mathématicien persan, propose pour la premiére fois une théorie
géométrique des équations de degré trois mais n’obtient pas de méthode de résolution algébrique.
Jusqu'au XVe siécle, les plus grands mathématiciens douteront de la possibilité de résoudre
algébriguement les équations du troisieme degré.

Nicola Tartaglia (1499 - 1557) trouve la méthode de résolution lors d’'un concours et la garde
secrete. Sous pression et attiré par de fausses promesses, il la céde a Gerolamo Cardano (1501 -
1576) qui la publie sous son nom en 1545 dans son «Ars magna sive de regulis algebraicis». Il est
alors probablement le meilleur algébriste de toute I'Europe. A la page 131, il pose et résout le
probleme suivant : « Diviser 10 en deux parties telles que le produit des parties soit 40».

a. Montrer que ce probleme ne posséde pas de solutions réelles.

b. En utilisant la complétion du carré montrer que I'on arriverait sur les «solutions» 5++—15
et 5—V—15, ce que Cardano note 5. p. Rx. m. 15 et 5. m. Rx. m. 15.

2
c. En supposant vraie la propriété suivante : (\7(;) =a,V a€R , montrer que les solutions
précédentes satisfont le probleme de Cardano.

. )z . 3 2 —
d. Trouver les valeurs de p et ¢ telles que les solutions de I'équation y +ay +by+c=0
peuvent étre déterminées par une transformation affine des solutions de I'équation

3
X +px+q -
3 3
u+v=—gq
e. Poser x=u+v et montrer que si le systeme 3 3 ﬁ possede une solution, alors u+v
u-v=—
27

. 3
est une solution de x '+ px+gq .

3 . N L .
f. Poser A,=u et 12:v3 et résoudre le systeme précédent pour trouver la formule dite de

2 3 2 3

. _J_49../9 .P . 4 q . P

_ . — L Ay — A — | A L
lartaglia-Cardano : x \/ D Y \/ 5 .
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Préreauis et activités de décooverte
1

[EH Résoudre les équations suivantes en utilisant cette méthode .

a. ©x—3x—2=0 b. x’—15x—4=0

y BV (44)1-3] Le nombre i

Rafaele Bombelli (1522-1572) constate que dans la formule de Tartaglia-Cardan les racines carrées
contiennent des valeurs négatives justement lorsque I'’équation admet trois solutions distinctes et
réelles. Il percoit que ces racines de nombres négatifs doivent avoir un fondement et imagine alors
les racines carrées de réels négatifs. C'est Descartes en 1637 qui donne aux «nombres
impossibles» de Bombelli le nom d’imaginaire.

Si on effectue le produit !—_1-\/—1 en appliquant la définition d'une racine carrée et en
appliquant la propriété Vavb=vab on obtient que —1 =1, ce qui est absurde!

En fait la présence du symbole . préte & confusion en rappelant une propriété uniquement
valable pour des réels positifs. Pour ne pas succomber a la tentation de I'utiliser dans un contexte
ou elle n’est pas pertinente, et pour éviter les conséquences facheuses, Euler propose en 1777 de
remplacer le symbole v—1 par i. Cette notation, reprise par Gauss au début du XIXe siecle, est
toujours utilisée.

[EM Définir le nombre i.

A Ecrire les nombres dont le carré est —25, =2 et —+/3 en utilisant le symbole i.
) D . 2 _ 3__ P . e .
[EM Résoudre les équations x +5=2x et x =1 et écrire leurs solutions en utilisant le symbole i.

En mathématiques élémentaires, la racine carrée d’'un nombre réel positif x est I'unique réel positif
dont le carré est égal a x. En algébre, dans un ensemble 4 muni d’une opération de multiplication,
on appelle racine carrée de ac€A tout élément de 4 dont le carré vaut a. On évitera alors de
noter Va pour éviter les confusions.

M Montrer que i#vV—1 mais que V—1=[—i;i] .

EA Reprendre x'—15x—4=0 . La solution fournie par la formule de Tartaglia-Cardano est-elle
réelle ?

Voir la théorie 1 et les exercices 1 a 4

cRV:¥44)"i{3}] Les nombres complexes

[EM Définir les nombres complexes. Donner des exemples.
[EA Définir I'égalité entre nombres complexes.

[EX Définir I'addition et la soustraction de deux nombres complexes. Donner des exemples.

W Définir la notion de conjugué d’un nombre complexe. Donner des exemples.

[El Définir la multiplication et la division de deux nombres complexes. Donner des exemples.

z
. — A _ . — . — . _ . . . _]

A soit z,=4-2i, z,=—3—4i et z;=—2+7i . Calculer z,—z,, z,°z,, z;"zZ3+z,z, et — .
2

_ _ oz
Soit z,=2+3i et z,=i—3.Calculer z,+z,, z,°Z,, z,°Z, et — .
)
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Prérequis et activités de découverte
1

EA Démontrer les propriétés suivantes :
Soit z = a+bi et w = c+di deux nombres complexes. Alors on a :

_z+Z c. z=z

a. R(z)=%] ; 3)=z
d. ZEw=z+w wiw
b S(z)=22__z e. TW=2W g. z=z=Im(z)=0
1

LRI Racines et équations

™ Calculer les solutions de v6+8i .

EA Enoncer et démontrer la relation existant entre les deux racines d’un nombre complexe.
Expliciter le cas ou la partie imaginaire est nulle.

[EA Résoudre dans C :
a. (3—i)z+5i=—1 b. z+2z=3-4i c. 2’=—2z

Voir la théorie 2 a 4 et les exercices 5 a 18

W .0 4\1{:3} Approche géométrique

A la fin du XVllle siécle, on utilise les quantités imaginaires comme outils pratiques tant en analyse
qu’en algébre mais le caractere irréel de la racine carrée de —1 reste un probleme. Les quantités
imaginaires ne sont pas totalement acceptées par la communauté mathématique mais seulement
tolérées.

EM Expliquer comment I'ensemble des nombres complexes peut étre mis en bijection avec
, 2 . .
I’ensemble IR™ des points du plan, ou avec celui des vecteurs du plan.

A Interpréter géométriquement I'addition et la soustraction dans C ainsi que la multiplication
d’'un complexe par un nombre réel.

EN Déterminer la forme trigonométrique (aussi appelée forme polaire) des nombres
complexes suivants, en identifiant module et argument, puis les représenter dans le plan

complexe :
a. i d. -7 g. 1-iV3 i 1
b. 2i e. 2-2i h. V2 l
c. 1+i £ 3i-33 e

IEX Ecrire les nombres complexes suivants, donnés par leurs module et argument, sous forme
cartésienne (a+bi).

— . — p=T
a. p=2;0=71 b. p—ﬁ"g‘g c. p=%;0:¥ d. p=%;0:—
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Préreauis et activités de décooverte
1

(W V:Xa41/1J} Formule de De Moivre

Un siécle aprés leur naissance, les quantités imaginaires commencent a étre utilisées par de

nombreux mathématiciens. On cherche alors a spécifier leurs regles de calcul et a en isoler la
partie réelle. La difficulté se présente dans I’extraction de la racine n-eme d’'un nombre complexe.
Cette opération est nécessaire par exemple pour exhiber les solutions réelles d’une équation de
degré 3. La démarche suivie par Abraham de Moivre établit un lien entre I'extraction d’une racine

n-eme et la division d’un arc en n parties égales. Il publie en 1730 sa formule :
(cos(x)+isin(x))" =cos(nx)+isin(nx)
W Démontrer la formule de Moivre pour tout réel x et pour tout entier relatif #.

A Fraire le lien avec la multiplication et la division de deux nombres complexes.

rAV.Y44\"/1{3} Forme exponentielle

Euler a beaucoup contribué au calcul avec les nombres complexes, en particulier en étendant la
fonction logarithmique a des valeurs négatives et complexes. La formule d'Euler fut mise en
évidence pour la premiere fois par Roger Cotes en 1714 ; Euler la publia sous sa forme actuelle en
1748.

Pour tout nombre réel x, on a elx=cos(x)+isin(x) : c'est la formule d’Euler.

E™ Expliquer pourquoi cette définition (dans C ) est compatible avec ce que nous avons déja vu
d’une propriété fondamentale de I’'exponentielle (dans IR ).

[EA Poser x = n pour obtenir la fameuse identité d’Euler. Pourquoi considére-t-on parfois cette
formule comme « la formule la plus remarquable des mathématiques » ? Est-elle « belle » ?

ix —ix ix —ix

2

et sin(x)=5—=%—, pour tout

) . e
[EA Démontrer les « Relations d’Euler »: cos(x)= >

nombre réel x.

IEW Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants et les représenter dans
le plan complexe :

a. i b. 3i—3V3 c. 1
)

ix —ix
e —e

2

e +e ™

> et sin(x)=

EA Montrer qu’ainsi on les « Relations d’Euler » : cos(x)= , pour
tout nombre réel x.

A utiliser la forme exponentielle pour interpréter géométriquement la multiplication puis la
division de deux complexes. lllustrer par des exemples.

Interpréter la formule de De Moivre en terme exponentiel.
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Prérequis et activités de découverte
1

LBV:-Y9411-JF Racines de l'unité
N Calculer:
(1 @_)4 b. (2+2i) c. (—1+i)*

A Montrer que cos(2x)=cos’(x)—sin’(x) et que sin(2x)=2sin(x)cos(x) .

, ). . 5_ . . , . 5
[EH Résoudre I'équation z>=1 puis factoriser I'expression z”—1 .

Voir la théorie 5 a 7 et les exercices 19 a 35

cNV:Xa4\i-If Factorisation

On peut démontrer des théorémes trés importants dans I’ensemble des nombres complexes :

Théoréme : Soit P”(z)Zar”z"+...+avzzz+alz+ar0 un polynéme de degré n a coefficients dans C .
Alors il existe z,,z,..z,€C (non forcément tous distincts) tels qu'on peut factoriser Pn(z)
ainsi: P,(z)=a,(z—z)(z—z2,)..(z—z,) .

Rappel de 2¢: le nombre de fois que (Z—z,.) apparait dans la décomposition de Pn(z) est appelée
multiplicité de z; .

Théoréme : Soit P,(z)=a,z"+..+a,z’+a,z+a, un polynéme de degré n a coefficients dans IR .
Alors P (z)=0<P (2)=0

Théoréme : Tout polynbme a coefficient réels se factorise en produits de coefficients réels de
degrés 1 ou 2.

I RV:Y4{i"/1:38 Equations de degré 3

Etudier les différents cas possible pour les racines d’'un polynédme de degré 3 a coefficients réels.

I NRVETHINENGINN Apres le degré 3 ?

EM De facon similaire, on peut trouver une formule en radicaux pour déterminer les solutions
d'une équation du quatrieme degré. Comment procéder ?

[EA Et pour une équation du 5&éme degré ? Aprés ces découvertes, de nombreux mathématiciens,
dont Leibnitz, ont tenté de généraliser ces formules pour les équations de degré 5 et plus. Ce n'est
qu'avec le développement d'une branche nouvelle des mathématiques, l'algebre, et plus
particulierement la théorie des groupes (Lagrange 1770, Galois 1832), que le probléme pourra étre
résolu par Abel qui prouvera, en 1826, a I'age de 24 ans, le:

Théoréme : Il n'existe pas de "formule en radicaux" qui permette de résoudre toutes les équations
de degré supérieur ou égal a 5.

Pour résoudre une équation de degré supérieur ou égal a 5, il faut donc procéder au cas par cas, et
souvent avoir recours au calcul numérique (approximation de la solution avec estimation de
I'erreur).

Voir la théorie 8 et les exercices 36 a 39
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Préreauis et activités de décooverte
1

PR LUETRATENCIIE Ensembles de Julia

Une fonction complexe f'est une fonction qui associe a un nombre complexe z un nombre complexe

flz). Contrairement aux fonctions réelles, on ne peut pas représenter graphiquement les fonctions
complexes ; il faudrait en effet utiliser une représentation graphique en quatre dimensions !

W Caractériser les transformations complexes définies ci-dessous (translation, rotation,
homothétie, ...) en précisant, s’il y a lieu, les points fixes de ces transformations (c’est-a-dire les z
tels que f(z) = z), I'angle de rotation et le rapport d’homothétie.

a. f(z)=z+5-i c. f(z)=3iz
b. f1(2)=§z d. fi(z)=2

| —

e. fl(z):

f. f](z):

NN

EA Etant donnés deux nombres complexes ¢ et z, on définit la suite (z,) par la relation de
. . _ 2
récurrence suivante : z,,,=z,%c

Pour une valeur donnée de ¢, I’ensemble de Julia correspondant est la frontiere de I’ensemble
des valeurs initiales zo pour lesquelles la suite est bornée.

On fait produire I'image par un algorithme qui choisit les couleurs en fonction de la vitesse de
convergence ou de divergence de la suite.

Ensemble de Julia pour ¢ = 0.34+0.57, ¢ = 0.285+0.01i et ¢ = 0.285+0.013; :

ENVUGETRIERGCIIE Un peu d’histoire

En 1535, en ltalie, lors d'un tournoi mathématique, figurent des problemes se ramenant a une
équation du troisitme degré. Niccolo Fontana, dit Tartaglia (« Le Begue ») triomphe en utilisant la

formule de résolution simplifiée x3+px=q , découverte en 1526 par Scipion del Ferro. Del Ferro
I'avait confiée a son disciple Fior, qui I'avait utilisée lors d'un duel avec Tartaglia, qui lui connaissait

déja une méthode de résolution d'une équation du type X +ax’=b . Cardan (Girolamo Cardano),
qui participait a ce tournoi, arrive a convaincre Tartaglia de lui dévoiler ses formules, en lui
promettant de ne pas les divulguer.

En 1545, Cardan ne tient pas sa promesse et publie, dans son « Ars magna », la méthode générale
de résolution des équations du troisieme degré. La formule de résolution est alors appelée Formule
de Cardan, et cette appellation reste actuelle ! En 1546, Tartaglia publie a son tour sa théorie du
troisieme degré, en y ajoutant diverses considérations sur la science des nombres et des curiosités
mathématiques. En 1550, Bombelli approfondit la Formule de Cardan. Il constate, aprés d'autres,
que dans certains cas, la résolution conduit & des expressions de la forme —1 , +/—3 , ... Dans

son Algebra (publié en 1572), il est le premier a donner un sens a ces racines de nombres négatifs.
Il les traite comme des nombres réels, les appelle « nombres sophistiques », décide d'opérer sur

7
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Prérequis et activités de découverte
1

eux comme si c'étaient des nombres réels et formule des regles de multiplication.

Par la suite, les mathématiciens tentent de batir une théorie
avec ces nombres imaginaires. Vers 1750, le Suisse Euler

introduit la notation j=+—1 . Selon Euler (1770) : « Toutes les LA L GEBR A

expressions comme \/—1 ’ \/—2 , ... sont des nombres DiRAr(?ELI;Df;EE}zdf;ologm
impossibles ou imaginaires, puisqu'ils représentent les racines Diifain tre Libsi.

carrées de quantités négatives ; de ces nombres, nous sl e e
pouvons seulement affirmer qu'ils ne sont ni zéro, ni Convaa Tauoks caplall defle maerie,che

ineffafi contengona .

supérieurs a zéro, ni inférieurs a lui, ce qui nécessairement les R R R
detra profifinet .

rend imaginaires ou impossibles».

Wessel (1798), Argand (1806) et finalement Gauss (1831-
1832) donnent une interprétation géométrique des nombres
imaginaires. Gauss introduit I'expression « nombres complexes
» pour désigner ces nombres imaginaires, et il montre que tout
nombre complexe peut s'écrire sous la forme
a+ib,avec a,bER .

En Irlande, W.R. Hamilton, présente en 1833 a I'’Académie (,,,
royale _d'IrIande sa <<.'I_'heory of conjugates function§ or IN BOLOGNA,
algebraic couples », suivie deux ans plus tard d’'une théorie P“G=°;::";;$3;,§49L¥XIX-
plus générale sur I'algebre. i

L’Algebra de Raphaél Bombelli
Construction axiomatique des nombres complexes (WR. ; pparaissent les premieres

Hamilton, 1805-1865) propriétés des nombres complexes

On définit dans RxR=R’ : (1572).
o I'égalité : (x1;11) = (X2 ;)2) si et seulement si x; = x; et )1 =),
o lasomme: (x1;y1)+(x2;)2) = (X1 + X2 )1 +)2)
o la multiplication : (x1 ;1) (x2;)2) = (X1 X2 = Y1 V25 X1 Y2 + X2 V1)
On a, par exemple : i correspond au couple (0;1) et 2-3i a (2 ;-3) ; puis on montre que :
o ces deux opérations possedent chacune un élément neutre (0;0) et (1;0) ;
o ces deux opérations sont commutatives ;
o tout élément posséde un opposé (pour I'addition) ;
o tout élément non nul possede un inverse (pour la multiplication) ;
o |le produit est distributif sur la somme.

A.L. Cauchy reste méfiant concernant les nombres complexes qui ne sont, selon lui, que des
expressions symboliques, « une combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien en elle-
méme ». Par souci de rigueur, il veut établir I'existence des quantités imaginaires dans un corpus
algébrique ne faisant pas appel a I'intuition. Il craint que I'appel a la représentation géométrique
ne fasse qu’ajouter d’autres paradoxes et d'autres intuitions fausses. Il faut attendre son écrit de
1847, « Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires et sur les racines symboliques des
équations et des équivalences », pour le voir accepter les complexes comme des quantités et pas
seulement comme des expressions symboliques.

Les nombres complexes ont été difficilement acceptés par la communauté mathématique.
Introduits peu aprées les nombres relatifs, eux-mémes longtemps rejetés, ils ont permis de résoudre
des types d'équations dont les recherches de solutions n'étaient méme pas envisageables a
I'époque.» Durant la premiére moitié du XlXe siecle se succedent les tentatives de Iégitimation des
nombres complexes comme représentation du plan, ensemble de polyn6mes ou structure
algébrique définie sur des couples de réels.

Cependant leur utilité dans tous les domaines de I'algebre et I'analyse et I'utilisation qu’en font les
physiciens, tant en optique que dans le domaine de I'électricité, en avaient déja fait des outils
essentiels des sciences mathématiques et physiques. Il sont aujourd’hui essentiels a la
compréhension de la structure de la matiere a petite échelle (mécanique quantique) comme a
grande échelle (théorie de la relativité) ...

Source : Madimu https://www.apprendre-en-ligne.net/complexes/complexes.pdf et Wikipedia, histoire des

nombres complexes.

Voir la théorie 9 et les exercices 42 a 44
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Méthodes et notions essentielles

ENT YAl Tartaglia-Cardano

Théoréme « Tartaglia-Cardano »

Une solution de I’équation x3+px+q=0 (p,g€R) est donnée par

i/q/q2 psi/q ¢, r

x=q— Ly v gy L[ L+ £

R A N Rt
2 3

Remarque : on peut montrer que si on pose a=L _EZ ,ona:

4 27

[0 si A<0 , alors x’+ px+¢=0 admet trois solutions réelles distinctes.
[ si A=0, alors x’+ px+¢=0 admet trois solutions réelles, dont une de multiplicité deux.

. 3 . ; .
[ si A>0, alors x”+ px+g=0 admet une solution réelle (et deux solutions complexes
conjuguées).

Voir les exercices 1 a 4

F
o
(D))
3
o
3
o
1
®
0
(0]
o
3
=
0
X
)
D))

Définition « i »

. . . . .2
1 est un «nombre imaginaire» tel que i =—1

Définition « Nombre complexe »

Un nombre complexe z est un nombre de la forme z=a+bi o a,beR
a est la partie réelle de z, notée R (z) ouRe(z)

b est la partie imaginaire de z, notée S(z) ou Im(z)

L’'ensemble des nombres complexes est noté C

Exemple : 2+37, 1.4+(- 4)i et a+V7i sont des nombres complexes.

Notation

On note plus simplement z=a+(-b)i par z=a — bi

Exemple : 1.4+(-4)i = 1.4-4i

Définition « Egalité de nombres complexes »

Soit z=a+bi et z=c+di deux nombres complexes (donc a,b,c,deR

. . Jla=c
On a : z=w si et seulement si [b—d

Définition « Nombre complexe nul »

Soit z=a+bi un nombre complexe.

: . Ja=0
z est nul si et seulement si [Z—O
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Méthodes et notions essentielles

EXTXEEYCTE] Opérations avec les nombres complexes

Définition « Somme et différence de nombres complexes »

Soit z=a+bi et w=c+di deux nombres complexes.

On définit :

[ la somme de deux nombres complexes : z+w = (a+c) + (b+d)i
[J la différence de deux nombres complexes : z - w = (a-¢) + (b-d)i

Remarque : de facon opérationnelle, on peut donc toujours effectuer les additions et
soustractions de nombres complexes de facon « naive » !

Exemples :
OQR+3) +(5-40) =2+5) + (3+5)i=7+8i
O QR+3)-(5-4)=2-5+3-5i=(-3)+(-2)i=-3-2i

Définition « Conjugué d’un nombre complexe »

Soit z=a+bi un nombre complexe.
Le conjugué de z est le nombre complexe Z:a+(—b)i:a—bi

Exemple : siz=2+3ietw =-7-5{,alors z=2—-3i et w=—7+5i

Définition « Produit et quotient de nombres complexes »

Soit z=a+bi et w=c+di deux nombres complexes.
On définit :
[l le produit de deux nombres complexes : zzw = (ac-bd) + (ad+bc)i

[ le quotient de deux nombres complexes : Z= a§+bc21 +bc2'—agl i, pour w£0+0i
W oc'+d ¢ +d

Remarque : le produit et le quotient sont définis de telle sorte a étendre notre « pratique
habituelle » dans IR , en particulier quant a la double distributivité :

O (a+bi)+(c+di) " gctbicradivbidi =" ac+beivad-ivbd-i
R ac+bcitad-i+bd-(—1) e R (ac—bd)+(ad+bc)i
a+bi _(a+bi)(c—di) »ctaomedgise v (ac+bd)+(be—ad)i
c+di (c+di)-(c—di) (?+d*)+(cd —dc)
(ac+bd)+(bc—ad)i ctporr" (actbd) (bc—ad)
= 2. 2 = 2. 2 T2 2 !
c+d c+d c+d

De facon opérationnelle, on peut donc toujours effectuer de facon « naive » les
multiplications en utilisant la « double distributivité comme dans IR » et les divisions en

multipliant par le conjugué au numérateur et au dénominateur !
Exemples :
O (2430)(5- 4i) = (2:5- 3:(-4)) + (2:(-4)+ 3-5)i = 12 + 3i

2430 (2430 )(5+4i) _2-5—3-(—4)+2-(—4)+3-5 12 3.

540 (5-4i)(5+41) 5+(—4f  s4(-4p = 41 41’

Remarques :

0

[] ces opérations entre complexes donnent toujours un nombre complexe ; elles possedent
les mémes propriétés que les opérations dans : commutativité, associativité, distributivité,
éléments neutres (pour I'addition et la multiplication) et inverse (pour la multiplication) ;

10
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[ si z=a+bi et w=c+di sont deux nombres complexes, on ne peut pas écrire « comparer » z
et w, soir dire que z>w ou z<w! On dit qu’il nexiste pas de relation d’ordre total

(contrairement a ce qui existe dans R !

. . 1 Z - , . -1_ -1 __
U'si z=a+bi#0 ,alors z =——— est'inverse de z, c'est-a-dire que zz =z -z=1

2
a +b

Racine carrée

Z . z . 2
weC est appelé racine carrée de z€C si et seulement w'=z

. . . Ie .2 .\2
Exemples : i et -i sont des racines carrées de -1, car 1 =(—1) =—1

.
Remarque : tout z€EC posséde exactement deux racines carrées distinctes.

Propriétés du conjugué

Soit z = a+bi et w = c+di deux nombres complexes. Alors on a :
+3 .
F1 Re(z)=222 et Im(z)=2=2
i
H z=:
El zzw=zxw
B zw=zw
| [Z=Z
wl w
@ z=zeIm(z)=0

RN ]1dl Equations

Méthode « Résoudre une équation dans C »

Pour résoudre une équation dans C, on peut écrire z = a+bi, réduire puis résoudre un
systeme d’équations réelles.

z 2 .
Exemple : résoudre z'=2—i

On pose z = a+bi puis on écrit : z°=2—i o (a+bi)’=2—ie(a’—b’)+2abi=2—i

a*—b'=1

—b’=1 ]
2ab=—1

2ab=-1 b=———

{ 2 az—b2=l
2a

ce qui est équivalent au systéme [

On substitue :
2
az—(—i ):1@az—%=1@4a4—1=4a2@4a4—4a2—1=0@(2a2—1)2=0

2a 4a
+2

c>a2:

|+

Lt
2 V2o

% Z—J_:b—i——ﬁ

1
d’ol les deux solutions : a=2=>b=——=
22

3,32,

c'est-a-dire : z,= 2+Tl et z

Voir les exercices 5 a 18\
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Méthodes et notions essentielles

B3] Représentation géométrique

[J

°

. Définition « Plan complexe »

[ ]

. Le plan complexe désigne un plan muni d’un repére orthonormé. Dans un tel repere, on a
° une bijection entre I'’ensemble des nombres complexes et les points du plan.

[ ] .

. A tout point P(a;b) est associé un uniqgue nombre complexe z=a+bi.

0 Réciproquement, a tout nombre complexe z=a+bi est associé un unique point
: P(R(z);3(z))=P(a;b) .

L[]

. A

‘ imaginaires purs

[ ]

L[]

. z=a+ b
L]

° b -1-"-"--"""""""-""""-""""="=""—-"¥"-""——-—— =

L[]

. 1

° |

[ ]

R |

. 1

. r

. |

. |

L]

. |

. . |

: ‘A '

: 0 |

J 1

° O > L
. 1 a R

[ ]

L]

[ ]

L]

°

. Définition « Module et argument »

[ ]

o Soit z=a+bi un nombre complexe.

° , , . o —_[2 2
o [ Le module de z, noté |z ou p , est le nombre réel positif |z|—p—z-z— a+b

: (] On appelle argument de z, noté arg(z) ou @, toute mesure de I'angle que fait la
o représentation de z dans le plan complexe avec I'axe des réels positifs.

L[]

: Remarque : si Hzarg(z) , alors tous les autres arguments sont de Ila forme
. O+k2x (kez)

°

. Forme trigonométrique (polaire)

[ ]

° Soit z=a+bi un nombre complexe écrit sous forme cartésienne, de module p et
. d’argument 6 .

. Alors z peut aussi s'écrire z=p(cos(6)+isin(6)) (forme trigonométrique ou polaire).
: p et O sontles coordonnées polaires de z.

[ ]

. Théoréme « Formule de Moivre »

. Soit z=p (cos(6)+isin(9)) . Alors on a, pour tout réel x et pour tout entier relatif n :
. z"=(cos(x)+isin(x))'=cos (nx)+i sin(nx)

[ ]

L]

12
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Formule d’Euler

Pour tout nombre réel x, on a : eixzcos(x)+isin(x)

Si on pose x = 1, on obtient la fameuse identité d’Euler :

Identité d’Euler

e +1=0

Remarque : cette formule parfois qualifiée de « formule la plus remarquable des
mathématiques », ou comme un exemple de beauté mathématique. En effet, elle lie dans
une égalité trois opérations fondamentales (addition, multiplication, exponentielle) et cinqg
constantes fondamentales 0,1, 7, e,i représentant respectivement I'arithmétique (0 et 1),

la géométrie ( it ), I'analye (e) et I'algebre (i).

Théoréeme « Relations d’Euler »

ix —ix

e —e

2

e +e ™

2 et sin(x)=

Pour tout nombre réel x, on a : cos(x)z

Forme exponentielle

Soit z=a+bi un nombre complexe de module p etd’argument ¢ .
Alors z peut aussi s’écrire z=p e'’ (forme exponentielle).

Interprétation exponentielle de la formule de De Moivre

Soit z=a+bi=p(cos(6)+isin(#))=pe'’ un nombre complexe. On a

(o (cos(x)+isin(x)))'= p (cos(nx)+isin(nx))=cos (nx)+isin(nx)=(pe'’)'=p e’

(V¥ EVLIg Opérations : vision géométrique

Les nombres complexes peuvent également étre vus comme des vecteurs du plan d’origine
0(0;0). On peut ainsi considérer les opérations entre complexes de facon géométrique.

Addition, soustraction et multiplication par un réel

[ ]
L]
L]
[ ]
L[]
L]
L]
o [J additionner  (respectivement  soustraire) A
: deux complexes est équivalent a additionner ~
. (respectivement soustraire) les vecteurs 21+ 22
. correspondants ; b+d ..
° e ':
. ,-" .
° - .
. o 2 =c+d-1
° ','
L] ‘
b .
. z1=a+b-1i
L]
© ] i :
° c a at+c R
L]
L]
L]
L]
: L] multiplier un complexe par une nombre réel eux complexes est équivalent a multiplier le
o vecteur correspondant par ce nombre réel.
]
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Méthodes et notions essentielles

Multiplication et division

I multiplier deux complexes revient a multiplier les S 21+ 29
i 5
modules et additionner les arguments ;

i,

Autrement dit : si zl=p1(cos(91)+isin(Hl))zple et

zzzpz(cos(62)+isin(02))=pzeiez ,ona:
i(0,+0,)

21°2,= P P,(cos(0,+6,)+isin (6,+6,))=p,-p,e v

22 21

1 |P2

2y

[ diviser deux complexes revient a diviser les modules et soustraire les arguments.

>

Racines de I'unité

Définition « Racines de |'unité »

.

Soit n€IN . Une racine n-ieme de I'unité est une solution complexe de I'équation
n

z =1

Méthode « Racines de l'unité »

Pour déterminer toutes les racines de I'unité pour un n donné, on utiliser la formule de De
Moivre

Exemple : déterminer les racines 6-iemes de l'unité

on doit résoudre z°=p°¢'*’=

orona: I=1-¢", dou: p’e®’=1-¢"
6__ p=1
ce qui est équivalent a : p =1 ki
60=0+2km,aveckeZ 0=T,avec keZ
donc z=e ’  avec k€EZ ,ce qui donne 6 solutions pour £=0,1,2,3,4,5

k=0: z,= e'=1

Iy

ZCOS(éT)+iSin(J§T)=%+i?

=1: leel
27\ . . (2T 1. .
=2: z,=e :cos(T)ﬂsm(T):—Eﬂ7

=3: z;=e "~ =e"'=—1

=4 - z,=e =cos(43—”)+isin(4Tn)=_

14
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3

Say. .. Sa\_ 1 3
=cos|— )+isin(—)==—i—
(S )+isin(S5)=5-i
Géométriguement, les six solutions sont réparties symétriquement selon un hexagone
régulier inscrit dans un cercle de rayon 1 dont I'un des sommets est le point (1;0).

k=5: z;=e

A Cx

Voir les exercices 19 a 35

LAV WX\ J1dB Factorisation

Factorisation de I’expression 7" - 1

Soit n€N’ . Pour factoriser I’expression z" - 1, il suffit d'utiliser les racines de I'unité.

Exemple : factoriser
on utiliser les racines de I'unité déterminées plus haut et on obtient :

s 1) C Y] ERE S}

L-1=

Théoréeme «Factorisation dans C »

Soit Pn(z)=anz"+...+a222+alz+a0 un polynéme de degré n a coefficients dans C .
Alors il existe z,;z,..z,€C (non forcément tous distincts) tels qu’on peut factoriser
P,(z)ainsi: P,(z)=a,(z—z)(z—2z,)..(z—2z,) .

Rappel de 2¢: le nombre de fois que (z—zl.) apparait dans la décomposition de Pn(z) est
appelée multiplicité de z, .

Théoreme

Soit P,(z)=a,z"+..+a,z’+a,z+a, un polynéme de degré n & coefficients dans IR .
Alors Pn(z)=0®Pn(2)=0

Remarque : cela signifie qu’on peut toujours regrouper les racines complexes conjuguées !

Ce dernier théoréme a une conséquence importante dans IR

Théoreme
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Tout polyndme a coefficient réels se factorise en produits de coefficients réels de degrés 1
ou 2.

Exemple : factoriser dans C le polynéme P(z)=z4+l
; . . . 4_
Z4+1:O@Z4:_1@(p616)4:el”<=>p4e4l6:elﬂ o p _1
40=n+2km, aveckeZ

p=1
_JT JT
A, VS E
0="+k-* aveckeZ

P4 i3Z b -5
Les quatre solutions sont z,=e 4=\E+i% , Z,=e 4=—\}Z_+i% , Z,=e N —\E—i%
7%
et z;=e 4=\f2_—i£ .
2
La factorisation est P(Z)=Z4+ 1:(Z—ﬁ—i%)(z+ﬁ—i%)(z+ﬁ+i%)(z—\/§+i%)

Voir les exercices 36 a 39|

>..............................

A EVLC]Id] Fonctions complexes

Définition « fonction complexe »

Une fonction complexe fest une fonction qui associe a un nombre complexe z un nombre
complexe flz)=z Contrairement aux fonctions réelles, on ne peut pas représenter
graphiquement les fonctions complexes ; il faudrait en effet utiliser une représentation
graphique en quatre dimensions !

Définition «point fixe »

Un point fixe d’une fonction complexe f'est un nombre complexe z tel que fiz)=z.

Voir les exercices 40 a 42

16
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Exercices d’entramement

Introduction

[} En utilisant la formule de Tartaglia-Cardan
résoudre les équations suivantes :

a. x’—18x-35=0
b. X’=6x+6

3 soit I'équation xX’=6x+40 .

a. La résoudre a l'aide de la formule de

Tartaglia-Cardano.

Affirmation : la solution obtenue est un
nombre entier égal a 4

b. Pour le montrer, chercher un nombre de la
forme a+Vbh dont le cube vaut 20+ 14v2 et

un nombre de la forme c—\/E dont le cube

vaut 20—14+2 et conclure.

B Montrer que la solution de I'équation
x’=15x+4 donnée par la formule de

Tartaglia-Cardan est 4. Pour cela il faut
procéder comme dans |'exercice précédent
mais un cherchant des nombres de la forme

a+bV—1 en imaginant que (\/—1)2:1 .
I} Résoudre I'équation x’=3 x+18 .

Voir la théorie 1‘

Calculs et équations

H soit z,=7-5i, z,=2+i z,=-5+2i,
z,=—10-3i, z,=8 et z,=8i . Calculer:

a. z,—z,— 2z, e. S(24) h Z
b. z,-z;z, f. 9”1’(21223) e
c. zi+z, 9. 3(2z,-3z,) I j_;
d. iz,—2;z¢ ) oz,z,

A Ecrire les nombres dont le carré est —64
et —11 en utilisant le symbole i.

Résoudre les équations x’+2=x et

4 ;. . .
x =1 et écrire leurs solutions en utilisant le
symbole i.

EJ soit z:%—iet w:—%+2i.

)100, 2

Calculer Z+w,(z+w ZW, z

Ma4A - Chapitre Avl : Nombres complexes

E) calculer et écrire sous la forme a+bi,
avec a,beR :

a. (2+7i) g |
b. (2—4i) 1+:53i
3-5i
c. (2=3i)(2+31) 9 5
—5+i
1 —_o T
d. ~ 3T
2-2i i 1=
e. 7 1+
m Calculer :
a. l+i+i’+i+..+i""
b. (1+i)*
. (141)
XN Déterminer les racines carrées de :
a. -3i b. 3 +4i

m Calculer les solutions de :

a. 8 b. V1+i

m Vrai ou faux ? Justifier.

a. Le conjugué du conjugué d'un nombre
complexe est égal au nombre complexe lui
méme.

b. Il existe des nombres complexes égaux a
leur conjugué.

c. Il existe des nombres complexes opposés a
leur conjugué.

Calculer astucieusement le conjugué de
(2—-3i)(1+i)
(3+2i)
forme d’un nombre complexe a+bi

et écrire le résultat sous la

m Montrer que si z€C est une solution de

I'équation  gx’+bx+c=0 avec a,b,cER
alors z est aussi solution.
Montrer que si  z€C, alors
z—Z
R|——]=0.
yAVA
Résoudre dans € les équations
suivantes :
a. (1-i)z2-2+i=0 d. F+z+1=0

e. (3+2i)z+(1-i)z=1

f. 2iz+4=—3z+i

b. 22 +2z+5=0

2 +2iz+3=0

0

17




Exercices d’entrainement

3z+2w=T+i
z C .
m Résoudre dans : [52—3w=—1+8i

Voir la théorie 2 a 4

Formes trigonométrique et
exponentielle

EX)] Déterminer  Iinverse  d'un  nombre
complexe donné sous forme trigonométrique.

EX) A raide de la formule de Moivre,
déterminer les formules pour cos(3x) et
sin(3x).

m En utilisant la formule d’'Euler, résoudre
)2 . 2 .

I’équation z +2-2-3i=0

m Représenter dans le plan complexe les
nombres complexes suivants puis déterminer

leurs formes trigonométrique et
exponentielle :

—1-i\B

i2
4+4i

a. 2i c. -7 e.

b. 1+i d. 2-2i f.

[EX] Ecrire sous forme polaire :

a. (1-i)' b, (V3+i) <
EX] soit z:(3+i)’1+( 'i

1—i)(2+i)

V1+v3i

a. Déterminer R (z) et 3(z) .

b. Ecrire z sous forme polaire et sous forme
exponentielle.

[EX Ecrire les nombres complexes suivants
sous forme cartésienne a+bi :

o\|§

2ix ~in
3

C.
3e e

a. 5¢

_im d. 4efin —i7
b. e © f. 8¢ *

X3 Représenter les
suivants du plan complexe :

a. A={zeC | |z|=2}
b. B={zeC | |z[<2]
c. C={zeC |2<f|<3}

sous-ensembles

d. D=[zeC | k|<2 et —%Sarg(z)sg}

Calculer Z7°,Z2°,z% 72

«
expression pour z',n€N dans les cas
suivants, puis représenter ces nombres dans

et trouver une

le plan complexe :

a. z=i b. V2 V2. e z=1+i
z=——+—|
22
EX] Résoudre dans C les équations
suivantes.
2 _ 10 5 _
a. z +2z+5=0 e. z —5z27+4=0

b. z2—z'+z—1=0 f z*—112424=0
C. z'=1 g. =1+

d. *=64 h.
z2—5z+14zi=24+10i

FX] Résoudre dans € I'équation
2 =5z+14zi=24+10i .

ix —ix
m Utiliser cos(x)Z% et
eix_efix
sin(x):T pour  montrer  que

cos’(x)+sin®(x)=1

m Soit le nombre complexe z=V3-i .

a. Déterminer la plus petite des puissances
entieres positives de z qui permet d’obtenir un
nombre réel.

b. Déterminer la plus petite des puissances
entiéres positives de z dont le module soit
plus grand que 1000.

[EXA Déterminer le nombre réel k pour que
les solutions de I'équation

2’9z +kz—39=0 soient alignées
verticalement dans le plan complexe.

Calculer k et les solutions de I'équation.
EE] soit z=1—3i et w=—2+2i .

a. Calculer z-w sous forme cartésienne et
sous forme exponentielle.

b. En
Sn . Sm
cos 12) et sin 12) .

déduire les valeurs exactes de

).

m On cherche une formule pour sin(

oo |a

2 ) 2 . 2_ .
a. Résoudre I'équation z =1+i en posant
z=a+bi .

, ). . 2 . ..
b. Résoudre I'équation z =1+i en écrivant z
sous forme exponentielle.

c. Comparer les deux points précédents pour
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):\/2—6

montrer que sin ( 7 )

o |q

27
m On cherche une formule pour cos(?) .

2in
. 5 5 , .
a. Soit w=e ° . Calculer W et en déduire

2, 3. 4
que l1+w+w +w +w =0,

b. Montrer que pour tout z#0

1

2
(z+l) +(z+—)—1 :%(z4+z3+zz+z+1)
z z z

—1++5

, on a:

1
c. En déduire w+—=
w

2
d. Utiliser les résultats précédents pour
27,51
montrer que cos(?)ZT .

Voir la théorie 5 a 8‘

Factorisation

m Démontrer le théoreme suivant :

Soit P,(z)=a,z"+..+a,z +a,z+a, un
polynéme de degré n a coefficients dans IR .
Alors P,(z)=0= P, (z)=0.

Soit 22 —3z'+72°=72’+6z-4=0 .
i?n

a. Montrer que z=i et z=2e” sont des

solutions.
b. Trouver deux autres solutions.

c. S'il existe encore une autre solution, peut-
elle avoir une partie imaginaire non nulle ?
Justifier la réponse.

EX] ractoriser dans C
polynéme P(z)=z+1

et dans R le

. . . 3, .
EX] soit I'équation complexe z +i=0
a. Déterminer toutes ses solutions.

b. Représenter les solutions trouvées dans le
plan complexe.

c. Calculer la somme de toutes les solutions.

Voir la théorie 8

Fonctions complexes

IEX] On considere la fonction f définie par
flz)==2iz+1+i .

a. Décrire géométriquement f.

b. Décrire I'image par f'du sous-ensemble de

Ma4A - Chapitre Avl : Nombres complexes
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C caractérisé par la condition :

2l =1 i —1<S(z)<2

2
£} pans C |, on donne la fonction g telle
que g(z)=iz+8 et I'ensemble E des

nombres complexes z tel que le module de
z—=7i vaut 5. En d'autres termes

E=[zeC:|—7il=5]
a. Calculer le point fixe de la fonction g (le z
tel que g(z)= z).

b. Représenter graphiquement I'ensemble
des nombres z=a+bi de l'ensemble E.

c. Interpréter géométriquement la fonction g,
puis dessiner I'image F' de E par la fonction g.

m Soit f:(D*—)C la fonction définie par

a. Déterminer les nombres complexes z qui
satisfont I'équation f'(z) = z.

b. Déterminer puis représenter
graphiquement I'image par la fonction f de
I'ensemble R".

Voir la théorie 9|
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Exercices d’approtondissement

n Fractales

a. Qu'est-ce que la théorie du chaos ?

b. Quel rapport avec les nombres
complexes et les fractales ?

ﬂ Applications

p ]

Comment les nombres complexes peuvent-ils
étre utilisés en électricité ?

a. Qui était Benoit Mandelbrot ?

b. Qu'est-ce que I'’ensemble de Mandelbrot ?

c. Quel rapport avec les nombres complexes
et les fractales ?

20
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« L'Esprit divin s'est manifesté de facon sublime dans cette merveille de I'Analyse,
ce prodige d'un monde idéal, cet intermédiaire entre I'étre et le non étre,
ce que nous appelons la racine imaginaire de I'unité négative »

Gottfried Wilhelm Leibnitz, philosophe, scientifique, mathématicien, logicien,
diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand (1646 - 1716)

A savoir en fin de chapitre

Approche historique

v résolution des équations de degré 3 «a la maniere historique» ;
Voir les exercices 1 a 4

Nombres complexes
v définition des nombres complexes ;
v opérations avec les nombres complexes ; conjugué, propriétés du conjugué ;
v équations ;
Voir la théorie 1 a 2 et les exercices 5 a 18

Formes trigonométriques et exponentielles

approche graphique des nombres complexes ;

forme trigonométrique ;

formule d’Euler ;

forme exponentielle ;

opérations avec les formes trigonométrique/exponentielle ;

formule de De Moivre ;

R X X | = <

résoudre des équations ;
Voir la théorie 5 a 7 et les exercices 19 a 35

Racines de I'unité, factorisation
v racines de l'unité ;

v théoremes sur la factorisation dans C ;
Voir la théorie 8 et les exercices 36 a 39

Fonctions complexes
v notion de fonction complexe ;

v point fixe d’'une fonction complexe.
Voir la théorie 9 et les exercices 40 a 42‘

Quelques compléments

en particulier des vidéos explicatives ...
https://sesamath.ch/post-obligatoire/matugym/4e/complements/chAvl
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